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Wahrscheinlichkeit (Wa., bsp. fairer Würfel) 

: Grundraum  {1,2,3,4,5,6} 
Z Elementarereignis {6} 
A Ereignis (A�:)  {2,4,6} 
I Leere Menge  { } 
 
Rechenoperationen 

P(A) t0   Wa. von A 
P(:) =1   gesamte Wa. 
P(A�B) P(A)+P(B)-P(A�B)  [1] A oder/und B    
P(A�B)      [2] A und B (geschnitten) 
P(AC) 1- P(A)     [3] nicht A 
P(A\B) P(A)-P(A�B)    [4] A ohne B 
 
Disjunkt   [5] 

P(A�B)=0 (Schnittmenge gleich leere Menge) 
P(A|B)=0 
P(A�B)=P(A)+P(B) (Wa. addieren) 
 
 
 
 
 
 
 
Laplace 

Jedes Ereignis ist gleich wahrscheinlich!  

ሺ۳ሻ۾ ൌ
܏
���ሺܕ

ܖ܍ܜܑ܍ܓܐ܋ܑܔ܏Úۻ�܍ܜܐ܋ܝܛ܍܏�͓�
ܖ܍ܜܑ܍ܓܐ܋ܑܔ܏Úۻ�܍ܔܔ܉�͓ ሻ 

Bsp.: fairer Würfel 
Wa. eine 6 zu würfeln: 1/6 
Wa. eine gerade Zahl zu würfeln: 3/6

Unabhängigkeit 
Die Wahrscheinlichkeiten beeinflussen sich 
gegenseitig nicht! (Gleichmässiger Baum) 
Bsp.: Wa. zweimal hintereinander eine 6 zu würfeln 
(1/6 * 1/6) 
P(A�B) = P(A)*P(B) 
P(A) = P(A|B) 
 
Abhängigkeit/ bedingte Wahrscheinlichkeit 

Die Wahrscheinlichkeiten beeinflussen sich 
gegenseitig! (Ungleichmässiger Baum) 
Bsp.: Wa. krank zu werden ist abhängig von der 
Impfung. 
P(A|B) = P(A�B) / P(B) 
Formel für Wa., dass A eintrifft, wenn B schon 
eingetroffen ist. (A gegeben B) 
P(A|B) z P(B|A) 
Bsp.: 
 
 
 
 
 
 
 
Wa. krank zu werden gegeben man ist geimpft 
P(A|B) = P(A�B) / P(B); A=krank, B=geimpft; 
P(B)=P(krank)*P(geimpft)+P(n. krank)*P(geimpft) 
P(A�B)=P(krank)*P(geimpft) 
 
Satz von Bayes 

ȁ۰ሻۯሺ۾ ൌ �
ۯሺ۾ ת ۰ሻ
ሺ۰ሻ۾ ൌ �

ሻۯሺ۰ȁ۾ כ ሻۯሺ۾
ሺ۰ሻ۾  

 

 

Odds 

Wie viel Mal wahrscheinlicher ist A als nicht A? 
(Bsp.: Münzwurf 1:1 Wa. Kopf zu werfen; fairer 
Würfel 1:5 Wa. eine 6 zu würfeln) 

ሻۯሺܛ܌܌ܗ ൌ �
ሻۯሺ۾
۱ሻۯሺ۾ ൌ

ሻۯሺ۾
૚ െ  �ሻۯሺ۾

ȁ۰ۯሺܛ܌܌ܗ ൌ ૚ሻ ൌ �
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૚ െ ȁ۰ۯሺ۾ ൌ ૚ሻ 

Log-Odds 

ሻሻۯሺܛ܌܌ܗሺܖܔ ൌ ሺܖܔ�
ሻۯሺ۾
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Odds-Ratio (OR) 

Wie stark hängen zwei Merkmale zusammen? 
(Für absolute Wa.s oder für bedingte Wa.s) 

܀۽ ൌ�
ሻۯሺܛ܌܌ܗ
ሺ۰ሻܛ܌܌ܗ Ǣ ܀۽ ൌ�

ȁ۰ሻۯሺܛ܌܌ܗ
 ȁ۰۱ሻۯሺܛ܌܌ܗ

Bsp.: Wa. zu Erkranken sinkt um x wenn man 
geimpft ist. �� ൌ � ൌ � ୭ୢୢୱሺ୩୰ୟ୬୩ȁ୬୧ୡ୦୲�୥ୣ୧୫୮୤୲ሻ

୭ୢୢୱሺ୩୰ୟ୬୩ȁ୥ୣ୧୫୮୤୲ሻ
 

 
TR (TI-89 Titanium) 

Binomial Verteilung: 
Apps oStats/ListoF5oBinomial B� oPDF P(X=x) 
C�oCDF P(X൑x) (lower=0) und P(X൒x) (upper=n) 
(geht auch für poisson) 

Mittelwert etc von gegebener Liste: 
Homeo2nd ( o x1,x2,..,xn o 2nd ) o stoٲ ox� 
Ausgabe: { x1, x2, ..., xn} հ x 
CATALOG (zu Buchstabe s: ALPHA 3 ALPHA 3) 
stdDEV(x)=V(x)= Standartabweichung 
mean(x)= Mittelwert 
variance(x)= V2(x)= Varianz 

* 

+ 

krank n. krank 

n. geimpft 
geimpft geimpft 

n. geimpft 1 

4 

2 

3 

5 
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DISKRETE VERTEILUNG ;ĂďǌćŚůďĂƌ͕�ŵŝƚ�ͣWƵŶŬƚ͞-
Wahrscheinlichkeiten rechnen möglich; P(X=x), PDF) 
Kennzahlen einer Verteilung  

X: Zufallsvariable, x: konkreter Wert von X 
Erwartungswert H(x): Beschreibt die mittlere Lage der 
Verteilung (Mittelwert bzw. Durchschnitt) 

ɂሺ�ሻ ൌ෍ � כ �ሺ� ൌ �ሻǢ� ൌ ������������������
୶஫୛

 

Varianz Var(x): Beschreibt die mittlere quadratische 
Abweichung eines Zufallwertes von ihrem 
Erwartungswert. 

���ሺ�ሻ ൌ �෍ ሺ� െ ɂሺ�ሻሻଶ
୶஫୛

כ �ሺ� ൌ �ሻ 

Standartabweichung V(x): Beschreibt die Streuung 
der Verteilung bzw. die Breite 

ɐሺ�ሻ ൌ �ඥ���ሺ�ሻ 
Rechenregeln 

H(X+Y)=H(X)+H(Y)  Varianz: 
H(a*X)=a*H(X)  1. Konstanten=0 
H(a+bX)=a+bH(X)  2. Faktoren hoch 2 
Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y) 3. Minus wird Plus 
Var(a*X)=a2*Var(X) Var(2X+9-Y)= 4Var(X)+Var(Y) 
Var(a+bX)= b2*Var(X)  
V(XrY)=ඥɐଶሺ�ሻ ൅ ɐଶሺ�ሻ falls x und y unabhängig 
V(XrY)=�ඥɐଶሺ�ሻ ൅ ɐଶሺ�ሻ േ ʹ���ሺ�ǡ �ሻ falls abhängig 

Cov(X,Y)=H((X-H(X)(Y-H(Y)) 
 
Berechnen von Vertrauensintervall für S  
für Binomialverteilung durch Normalapproximation 

� ൌ �
�
� �േ�Ȱ

ିଵ �ቀͳ െ
Ƚ
ʹቁ �כ

ඨ�
�ቀͳ െ

�
�ቁ

ͳ
� 

�ò��Ƚ ൌ ͲǤͲͷǣ�� ൌ �
�
��േ �ͳǤͻ͸ כ ��ඨ

�
� ቀͳ െ

�
�ቁ

ͳ
� 

VI für gesamte erwartete Anzahl von Erfolgen: 
� ൌ ଴ߨ�� േ�Ȱିଵ �ቀͳ െ

Ƚ
ʹቁ ଴ߨ��ඥכ

ሺͳ െ  ଴ሻߨ
�ò��Ƚ ൌ ͲǤͲͷǣ�� ൌ Ͳߨ�� േ �ͳǤͻ͸ כ ඥߨ�Ͳሺͳ െ  Ͳሻߨ

Fehler  
(hier: SA > S0; grüne Linie: Signifikanzlevel D, 
definiert Verwerfungsbereich K) 

Rot: Fehler 1. Art (൑  ሻǢ�H0 wird verworfen obwohlߙ
sie stimmen würde, P(X�K) 
Blau: Fehler 2. Art (൑  ሻǢ H0 wird akzeptiret obwohlߚ
sie falsch ist, P(X�K) 
Grün: Macht (൑ ͳ െ  ሻ; Wahrscheinlichkeit eineߚ
bestimmte Alternativhypothese zu erkennen, wenn 
diese stimmt, P(X�K)SA , kann man nur berechnen 
wenn SA bekannt! Je grösser der Fehler 1. Art, desto 
grösser die Macht. 
 
Grundfragen der Statistik 
1. Plausibler Parameter S?  
Punktschätzung für Erfolgswahrscheinlichkeit S 
a) Momentenmethode  

Ɏ ൌ
�
� ൌ

ɂሺ�ሻ
� ൌ

͓���������� گ ��������
͓������¡�������������� 

b) Maximum likelyhood Methode 
'ůĞŝĐŚƵŶŐ�ĂƵĨƐƚĞůůĞŶ�;W;�ͿΎW;�ͿΎ͙Ϳ͕�ůŽŐĂƌƚŝƚŚŵŝĞƌĞŶ�ĨĂůůƐ�
hilfreich, ableiten und gleich null setzen, nach S auflösen; 
genauer, aufwendiger; nur wissen, dass es das gibt 
 
2. Sind Werte von S mit den Daten vereinbar? 
Vertrauensintervall VI 
o Die Werte von S0 bei denen H0 nicht verworfen 
wird bilden ein (1-D)-Vertrauensintervall. 
o Ein (1-D)-VI enthält den wahren Wert mit einer 
Wa. von (1-D). 
Nur falls n gross ist, kann eine Normalapproximation 
gemacht werden! Faustregel: nS >5 und n(1-S) >5 

3. Beobachtungen mit S kompatibel? 
Hypothesentest 

1. Modell 
X= # Erfolge von n Versuchen 
2. Nullhypothese 
H0: S0 = ? 
HA: SA z S0, SA > S0, SA <S0  

Einseitiger oder zweiseitiger Test? 
3. Teststatistik 
T= # Erfolge von n Versuchen unter der Annahme, 
dass H0 stimmt. 
4. Signifikanzniveau 
D = ? (meist 5% -> D = 0.05) 
5. Verwerfungsbereich 
SA z S0 K= [0, Cu]�[CO, n] 
SA > S0 K= [CO, n] 
SA <S0  K= [0, Cu] 
6. Testentscheid 
Liegt der beobachtete Wert im Verwerfungsbereich? 
JA o H0 wird verworfen 
NEINo H0 wird nicht verworfen (aber auch nicht bewiesen) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P-Wert 
Die Wahrscheinlichkeit, die Beobachtung oder 
etwas noch Extremeres zu beobachten, falls H0 
wahr ist. Extrem: beide Seiten mit einbeziehen!! 
(p-wert: Summe der Wa. der Beobachtung und von 
den Wa.s von allen möglichen Beobachtungen mit 
noch kleineren Wahrscheinlichkeiten (sprich: 
Extremere Beobachtungen) 

Einseitiger Test:  
eine Seite blind  
man such nur grösser 
als oder kleiner als 
Grosse Macht 
 

Zweiseitiger Test:  
sieht beide Seiten 
man sucht grösser als 
und kleiner als 
Kleine Macht 
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Binomialverteilung X~Bin(n,S) 

Anzahl Erfolge (x) bei n unabhängigen Versuchen 
mit Erfolgswahrscheinlichkeit S. 

܆ሺ۾ ൌ ሻܠ ൌ � ቀ
ܖ
ܠ
ቁ�ૈܠ�ሺ૚ െ ૈሻܠିܖ 

H(x)=nS 
V2(x)=Var(x)=nS(1-S) 
 
Hypothesentest Binomialverteilung 
1. Modell: X= # Erfolge von n Versuchen 
X~Bin(n,S) 
2. Nullhypothese 
H0: S0 = ? 
HA: SA z S0, SA > S0, SA <S0  

Einseitiger oder zweiseitiger Test? 
3. Teststatistik 
T= # Erfolge von n Versuchen unter der Annahme, 
dass H0 stimmt. 
T~Bin(n,S0) 
4. Signifikanzniveau 
D = ? (meist 5% -> D = 0.05) 
5. Verwerfungsbereich 
SA z S0 P(T൑Cu) ൑ ߙ

ʹൗ  und P(T൒CO) ൑ ߙ
ʹൗ  

SA > S0 P(T൒CO) ൑  ߙ
SA <S0  P(T൑Cu) ൑  ߙ
Normalapproximation von Cu/CO: 
Zweiseitig, D =0.05 

۱ ൎ ૙ૈܖ േ ૚Ǥ ૢ૟�ඥૈܖ૙ሺ૚ െ ૈ૙ሻ 
Einseitig, D =0.05: SA > S0: +1.64 
     SA < S0: -1.64 
6. Testentscheid 
Liegt der beobachtete Wert im Verwerfungsbereich? 
JA o H0 wird verworfen 
NEINo H0 wird nicht verworfen (aber auch nicht bewiesen) 

 

Bernoulliverteilung Y~Ber(S) 

Erfolg oder Misserfolg bei nur einem Versuch? 
(Spez. Fall der Binom. mit n=1) 

�ሺ� ൌ �ሻ ൌ � ൬
ͳ
�
൰�Ɏ୶�ሺͳ െ Ɏሻଵି୶ 

܆ሺ۾ ൌ ૚ሻ ൌ ૈ 
܆ሺ۾ ൌ ૙ሻ ൌ ૚ െ ૈ 
H(x)=S 
V2(x)=Var(x)=S(1-S) 
 
Uniforme Verteilung Y~unif(n) 

Alle Ereignisse sind gleich wahrscheinlich, n ist die 
Anzahl möglicher Ereignisse. 

܆ሺ۾ ൌ ሻܠ ൌ
૚
࢔

 

H(x)=�ሺܖା૚ሻ
૛

  

V2(x)=Var(x)=�ሺܖା૚ሻሺିܖ૚ሻ
૚૛

 
 
Hypergeometische Verteilung Y~hyper(n,N,m) 

Modell: Urne mit N Kugeln, m sind markiert; es 
werden n gezogen und x davon sind markiert. 
Ohne zurücklegen!! 

܆ሺ۾ ൌ ሻܠ ൌ
൫ܠܕ ൯൫

ܕିۼ
ܠିܖ ൯

൫ܖۼ൯
ൌ
܏ܑܜܛܖò܏
 ܐ܋ܑܔ܏Úܕ

H(x)=ܕכܖ�
ࡺ

 

V2(x)=Var(x)=כܕכܖ�ሺܖିۼሻሺܕିۼሻ
૚ሻିࡺሺכ૛ࡺ

 

 

 

 

 

Poissonverteilung Y~Pios(O) 

Seltene Ereignisse und ihr vorkommen in einem 
bestimmten Zeitraum  
O: durchschnittliches Auftreten pro Zeit 
 

܆ሺ۾ ൌ ሻܠ ൌ ૃି܍� כ �
ܠૃ

Ǩܠ  

H(x)=O 
V2(x)=Var(x)=O 

Summen von Poissonverteilten Zufallsvariablen: 
Wenn X~Pois(Ox) und Y~Pios(Oy) unabhängig sind, 
dann ist X+Y~Pois(Ox+Oy)  
 
WƌŝŶǌŝƉ�ͣďŝƐ�ƵŶĚ�ŵŝƚ͞с͞ϭ-ŽŚŶĞ͗͞ 
P(X൑x)=1-P(X>x)=1-P(X൒x+1) 
P(X൒x)=1-P(X<x)=1-P(X൑x-1) 
 
  

= 1- 

x x 
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STETIGE VERTEILUNG (Wertebereich für x 
kontinuierlich͕�ŬĞŝŶĞ�ͣWƵŶŬƚ͞-Wahrscheinlichkeiten! 
P(X=x)=0 für alle x�Wx, nur P(X൑x) möglich, Fläche 
unter der Kurve, Intervalle!!) 
 
D-Quantil (empirisch) 

Wert qD, bei dem mindestens D *100% der Daten-
punkte kleiner und (1-D) *100% grösser als qD sind. 
ACHTUNG! Daten der Reihenfolge nach sortieren! 
�ଵ ൑ �ଶ ൑ ڮ ൑ �୬ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Inter-Quartile-Range: (~68% aller Werte) 
IQR= q0.75 - q0.25   
IQR und Median: robust gegen Ausreisser 
P(X൑ qD)=D 

Kennzahlen  

Für die Lage: 
Arithmetisches Mittel = Durchschnitt (=P) 

�ത ൌ
ͳ
�
෍�୧

୬

୧ୀଵ

 

&ƺƌ�ĚŝĞ�^ƚƌĞƵƵŶŐ�;ͣ�ƌĞŝƚĞ͞Ϳ͗ 
Empirische Standartabweichung (=V) 

�୶ ൌ ඩ
ͳ

� െ ͳ
෍ሺ�୧ െ �ത୬ሻଶ
୬

୧ୀଵ

 

Für linearen Zusammenhang: (zwischen X und Y, zwei 
stetigen Zufallsvariablen) Y=a+bX 
E(Y)=a+bE(X); Var(Y)=b2Var(X); �୷ഥ=a+b�୶ത 
wenn x normlverteilt, y auch; wenn nicht, keine Aussage möglich 
Korrelation [-1,1]: (KEIN kausaler Zusammenhang!!!) 

Stärke und Richtung von linearen Abhängigkeiten, 
sagt nichts über Steigung aus!  
cor=0; kein linearer Zusammenhang, aber evt. Sonst 
Empirische Korrelation: 

� ൌ
�୶୷
�୶�୷

�������������୶୷ ൌ෍ ሺ�୧ െ �തሻሺ�୧ െ �തሻ
ͳ

� െ ͳ

୬

୧ୀଵ
 

Gesetz der grossen Zahlen (GGZ) 

�ଵǡ �ଶ ǥ �୬̱�F i.i.d (independent and identical distributed; F: 
irgendeine Verteilung) 

�ሺ�ത୬ሻ ൌ Ɋ�����������ɐܖܠതതത ൌ
ɐ୶
ξ�

 

Wurzel-n-Gesetz: Für eine halb so grosse 
Standardabweichung (Streuung) braucht man 4mal 
so viele Daten! (gilt für Std.abw. von Mittelwerten, 
nicht einzelne Messungen) 
 
Zentraler Grenzwertsatz (ZGWS) 

�ଵǡ �ଶ ǥ �୬̱�F i.i.d o aus GGZ:  �ത୬̱�ሺɊǡ
஢౮మ

୬
ሻ 

�୬̱�ሺ� כ Ɋǡ � כ ɐ୶ଶሻ 
Bsp.: n=100 Spiele, E(x)=1/3, Var(x)=28.6 
Sn=totale Gewinne (Standardisieren S.6) 
�୬̱�൫ͳͲͲ כ ͳൗ͵ ǡ ͳͲͲ כ ʹͺǤ͸൯ ൌ �ሺ͵͵ǡʹͺ͸Ͳሻ 

Graphische Methoden 

Boxplot 

Histogramm  

 Empirische kumulative Verteilungsfunktion (ECDF) 

D כ � 

� ൌ D כ � ൅
ͳ
ʹ

 

k runden 
�஑ ൌ �୩ (die k-te Zahl) 
 

�஑ ൌ
�஑כ୬ ൅ �஑כ୬ାଵ

ʹ  

q0.25 = 1. Quartil 
q0.50 = Median 
q0.75 = 3. Quartil 
 Keine ganze Zahl Ganze Zahl 

=Ausreisser 

�ത ൐ ������ 

�ത ൏ ������ 
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Wahrscheinlichkeitsdichte: f(x) 
Kummulative Verteilungfnk.: F(x) (Integral von f(x)) 

Uniforme Verteilung X~Unif([a,b]) 

Jeder Wert ist gleich wahrscheinlich 

 Exponentialverteilung X~Exp(O) 

Warten ohne Gedächtnis (Bsp.: Radioaktiver Zerfall) 
- Einfaches Modell für Wartezeiten auf Ausfälle 
- Wenn die Zeit zwischen den Ausfällen Exponential-
verteilt sind (O), dann ist die Anzahl Ausfälle in einem 
Intervall t Poisson-verteilt (tO). 

Normalverteilung X~N(P,V2) 

݂ሺݔሻ ൌ
ͳ

ߨʹξߪ
݌ݔ݁ ቆെ

ሺݔ െ ሻଶߤ

ଶߪʹ
ቇ 

ሻݔሺܨ ൌ�ǫ ǫ ǫ o  Standardnormalverteilung 

Prüfen ob Normalverteilt: QQ-Plot (S.9) 

 
Standardnormalverteilung Z~N(0,1) 

Mittelwert P wird auf 0 gesetzt (Symmetrieachse=x-Achse) 

Standardabweichung V wird auf 1 gesetzt (x[-1,1]) 

݂ሺݔሻ ൌ ߮ሺݔሻ ൌ
ͳ

ξʹߨ
݌ݔ݁ ቆെ

ଶݔ

ʹ
ቇ 

ሻݔሺܨ ൌ Ȱሺ�ሻ ൌ න ߮ሺݔሻ�݀ݔ
௫

ିஶ
 

TABELLE!! 
Von Normalverteilt zu Standardnormalverteilt: 
Standardisieren (oder Normieren): 

ܖܠ ൌ
ܠ െ ૄ
ો ǣܖ܍ܚ܍ܑܕܚܗܖܛܑ܌������� ܠ ൌ ોܖܠ ൅ ૄ 

Bsp.: X~N(2,22) o P(X൑5)=?  (=0.93) 

P(X൑5) = P(Z൑ ହିఓ
ఙ

) = P(Z൑ ହିଶ
ଶ

) = P(Z൑ ଷ
ଶ
) 

P(Z൑ ଷ
ଶ
) =�ȰሺͳǤͷሻ�=(Tabelle)= 0.93 

Wichtig: Quadrat!! Wir rechnen mit V, nicht mit V2! Also 
zuerst Wurzelziehen! 

Vorgehen (1 oder 2) 
1. gegebene Stelle; Wa. gesucht 
o Stelle allenfalls normieren 
o in Tabelle zugehörige Wa. nachschlagen 
Bsp.: P(Z=0.21)=)=0.21 o Wa. Ablesen 

 .00 .01 
.0 ͙ ͙ 
.1 ͙ ͙ 
.2 ͙ Wa. 

 
2. gegebene Wa.; Stelle gesucht 
o zugehörigen normierten Quartil in der Tabelle 
finden 
o Stelle allenfalls disnormieren 
Bsp.: P(Z൑z)=0.539o in Tabelle sucheno z Ablesen 
(=0.10) 

 .00 .01 
.0 ͙ ͙ 
.1 0.54 ͙ 
.2 ͙ ... 

 
Zur Erinnerung:  
P(Z൑�- 0.21) = 1 - P(Z൑0.21) 
P(Z൒0.21) = 1 - P(Z൑0.21) 
 
 
  

Gerade: Normalverteilt 
Krumm: NICHT n.v. 
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Statistische Tests (für Erwartungswert P) 

Z-Test basierend auf mehreren Beobachtungen 

Vx: bekannt; �ɐ୶౤തതതത: berechnen 
Xi: kontinuierlich, normalverteilt; Gepaarte Variablen! 
 
1. Modell: X1͕͙͕yn ~N(P,Vx2) 
2. Nullhypothese 
H0: P0 = ? 
HA: PA z P0, PA >P0, PA <P0  

Einseitiger oder zweiseitiger Test? 
3. Teststatistik Z~N(0,1) 

ܼ ൌ ௑೙തതതതିఓబ
ఙ೉೙തതതതത

ൌ ξ௡ሺ௑೙തതതതିఓబሻ
ఙೣ

௫೙തതതതߪ���� ൌ
ఙೣ
ξ௡

  

�����ሺൌ
���������� െ ��������

�������������� ሻ 

4. Signifikanzniveau 
D = ? (meist 5% -> D = 0.05) 
5. Verwerfungsbereich  oTABELLE! 
PA z P0 K= (-f, -)-1 (1- D/2)] � [)-1 (1- D/2), f) 
PA >P0 K= [)-1 (1- D), f] 
PA <P0 K= [-f, -)-1 (1- D)] 
6. Testentscheid 
Liegt der beobachtete Wert (in Z einsetzen) im 
Verwerfungsbereich? 
JA o H0 wird verworfen 
NEINo H0 wird nicht verworfen (aber auch nicht bewiesen) 

Vertrauensintervall für P (D-V.I.) 
PA z P0 ሾݔ�௡തതത േ Ȱିଵ൫ͳ െ ഀ

మ
൯ כ ఙೣ

ξ௡
�ሿ 

PA >P0 ሾݔ�௡തതത െ Ȱିଵሺͳ െ Dሻ כ ఙೣ
ξ௡
� ǡ λሻ 

PA <P0 ሺെλǡ ௡തതതݔ ൅ Ȱିଵሺͳ െ Dሻ כ ఙೣ
ξ௡
�ሿ 

 
Schreibweise: Ȱିଵ൫ͳ െ ಉ

మ൯ ൌ �ଵିDȀଶ 
T-Test besser als Z-Test 
Bsp. P(Z൑2)|0.97 > P(T൑2)|0.95 

Gepaarter T-Test EINSTICHPROBENTEST 

Vx: unbekannt;  ɐ୶ෞ: geschätzt 
Xi: kontinuierlich, normalverteilt; Gepaarte Variablen! 
SCHÄTZEN:�ɐ୶ෞ und ɐ୶ෞ

ଶo geschätzte Varianz! 

ɐ୶ෞ
ଶ ൌ

ͳ
݊ െ ͳ

෍ ሺݔ௜
௡

௜ୀଵ
െ  ௡തതതሻଶݔ

1. Modell: X1͕͙͕yn ~N(P,Vx2) 
2. Nullhypothese 
H0: P0 = ? 
HA: PA z P0, PA >P0, PA <P0  

Einseitiger oder zweiseitiger Test? 
3. Teststatistik T~ tn-1 

ܶ ൌ ௑೙തതതതିఓబ
ఙ೉೙തതതതത

ൌ ξ௡ሺ௑೙തതതതିఓబሻ
ఙෞೣ

௑೙തതതതߪ���� ൌ
ఙෞೣ
ξ௡

  

4. Signifikanzniveau 
D = ? (meist 5% -> D = 0.05) 
5. Verwerfungsbereich  oTABELLE! 
PA z P0 K= (-f, -tn-1, 1-D/2 ] � [tn-1, 1-D/2 , f) 
PA >P0 K= [tn-1, 1-D , f) 
PA <P0 K= (-f, -tn-1, 1-D ] 
6. Testentscheid 
Liegt der beobachtete Wert im Verwerfungsbereich? 

Beob. Wert einsetzen: � ൌ ξ୬�ሺǫିஜబሻ
஢౮ෞ

 

JA o H0 wird verworfen 
NEINo H0 wird nicht verworfen (aber auch nicht bewiesen) 

Vertrauensintervall für P (D-V.I.) 
PA z P0  ሾݔ�௡തതത േ �୬ିଵǡଵିDȀଶ כ�

ఙෞೣ

ξ௡
�ሿ 

PA >P0 ሾݔ�௡തതത െ� �୬ିଵǡଵିD כ
ఙෞೣ
ξ௡
� ǡλሻ 

PA <P0 ሺെλǡ ௡തതതݔ ൅ �୬ିଵǡଵିD כ
ఙෞೣ
ξ௡
�ሿ 

 
Schreibweise: tdf o degrees of freedom 
Generell: Je kleiner df, desto wahrscheinlicher sind 
Werte mit grossem Betrag 

Ungepaarter T-Test ZWEISTICHPROBENTEST 

Annahme: Vx2=Vy2 o gleiche Varianz! 
�୬തതത ൌ

ଵ
୬
σ �୧ ���୫തതതത ൌ

ଵ
୫
σ �୧ o arithmetisches Mittel 

�୮୭୭୪ଶ ൌ
ͳ

� ൅�െ ʹ൬෍ ሺ�୧ െ �୬തതതሻଶ ൅
୬

୧ୀଵ
෍ ሺ�୧

୫

୧ୀଵ
െ �୫തതതതሻଶ൰ 

�������������ൌ
ͳ

� ൅ � െ ʹ
ሺሺ݊ െ ͳሻɐ୶ෞ

ଶ ൅ ሺ݉ െ ͳሻɐ୷ෞ
ଶሻ 

1. Modell: X1͕͙͕yn ~N(P,Vx2) 
2. Nullhypothese 
H0: P0 = ?; Px =Py  
HA: PA z P0, PA >P0, PA <P0  

Einseitiger oder zweiseitiger Test? 
3. Teststatistik T~ tn+m-2 

ܶ ൌ ௑೙തതതതି௒೘തതതത

ௌ೛೚೚೗�ට
భ
೙ା

భ
೘

    beachte: oben �୮୭୭୪ଶ, hier �୮୭୭୪ 

4. Signifikanzniveau 
D = ? (meist 5% -> D = 0.05) 
5. Verwerfungsbereich  oTABELLE! 
PA z P0 K= (-f, -tn+m-2, 1-D/2 ] � [tn+m-2, 1-D/2 , f) 
PA >P0 K= [tn+m-2, 1-D , f) 
PA <P0 K= (-f, -tn+m-2, 1-D ] 
6. Testentscheid 
Liegt der beobachtete Wert im Verwerfungsbereich? 
Beobachteten Wert einsetzen 
JA o H0 wird verworfen 
NEINo H0 wird nicht verworfen (aber auch nicht bewiesen) 

GEPAART UNGEPAART 
Gleichgrosse 
Stichproben 

Unterschiedliche 
Stichproben 

Klare Zuordnung 
(rechts/links, vorher/nachher) 

Keine Zuordnung 

Differenz der Paare  
MEHR MACHT WENIGER MACHT 
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Vorzeichentest (Binomialtest) 

1. Modell: Xi beliebig verteilt 
2. Nullhypothese 
H0: P0 = q0.5 

HA: PA z P0, PA >P0, PA <P0  

Einseitiger oder zweiseitiger Test? 
3. Teststatistik Z~N(0,1) 

ܼ ൌ ௑೙തതതതିఓబ
ఙ೉೙തതതതത

ൌ ξ௡ሺ௑೙തതതതିఓబሻ
ఙೣ

௫೙തതതതߪ���� ൌ
ఙೣ
ξ௡

  

4. Signifikanzniveau 
D = ? (meist 5% -> D = 0.05) 
5. Verwerfungsbereich   
PA z P0 K= [0, Cu] � [Co, n] 
PA >P0 K= [Co, n] 
PA <P0 K= [0, Cu] 
C: Normalapprox. Binomialverteilug 
6. Testentscheid 
Liegt der beobachtete Wert im Verwerfungsbereich? 
JA o H0 wird verworfen 
NEINo H0 wird nicht verworfen (aber auch nicht bewiesen) 

Wilcoxon-Test (W-Test) 

Annahme: Xi ~F i.i.d., symmetrisch bzgl. E(Xi)=P 
Teste P: H0: P0 = 0 

HA: PA z P0, PA >P0, PA <P0  

Prinzip: H0: P0 = 0 
1. Absolute Beträge der beob. Werte nehmen 
2. Ränge nehmen  
(durchnummerieren vom kleinsten zum grössten) 
3. getrennt nach positiven und negativen 
Ausgangswerten Rangsummen bilden  
(Ränge der anfangs + bzw. der - Werte addieren) 
4. mit PC Wilcoxon-Test machen 
o falls H0 stimmt: + bzw. ʹ Rangsummen etwa gleich 
 
 

Mann-Whitney U-Test (Zweistichproben W-Test) 

Annahme:  Xi ~F i.i.d. 
Yi ~G i.i.d. 

Teste P: H0: F=G (Xi und Yi gleich verteilt) 
HA: F=G+J (Xi, Yi gleiche Form aber verschoben) 

Prinzip: H0: F=G 
1. Absolute Beträge der beob. Werte nehmen 
2. Ränge nehmen  
3. getrennt nach positiven und negativen 
Ausgangswerten Rangsummen bilden  
4. mit PC U-Test machen 
o falls H0 stimmt: + bzw. ʹ Rangsummen etwa gleich, 
sonst stehen sie in einem bestimmten Verhältnis. 
 
Welch-Test: setzt nicht voraus, dass V beider 
Gruppen gleich sind. 
 
Bonferroni Korrektur Multiples Testen 

Bsp.: 1000 Tests mit D=0.05 (H0 sei bei jedem wahr) 
Wegen Fehler 1. Art (H0 verwerfen obwohl wahr) 
werden bei etwa 5% der Tests H0 fälschlicherweise 
verworfen. 

Ziel: für alle 1000 Tests insgesamt eine Wa. von 5% zu 
haben, H0 fälschlicherweise zu verwerfen! 

Die Tests werden auf dem neuen Signifikanzniveau  
Ƚ෥ ൌ ஑

୬
��(n: Anzahl Tests) durchgeführt. 

Stichprobengrösse (Faustregel) 

� ൒ Ͷ ஢౮మ෢

ஔమ
  2G: Breite des 95%-VI 

 
Vertrauens-/Vorhersage-Intervall 

95% Vertrauensintervall  <  95% Vorhersageintervall 
 
  

P 
E(X) P=E(X) 

Idee des Tests:  
Wenn Xi symmetrisch verteilt 
sind, dann ist P=E(X) 
 

W-Test ist Vorzeichentest und t-Test meistens vor-
zuziehen, da er oft viel grössere Macht hat aber nie 
viel schlechter ist. 
 

Vertrauensintervall: 
Durchschnitt  
(viele Messungen) 
Gibt erwarteten Wert 
mit Wa. 1-D heraus 
 

Vorhersageintervall: 
Man kann bei EINER 
Messung etwa so viel 
erwarten 
Grössere Streuung 
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Lineare Regression 

R-Output:  
Bsp.: Ein Bauer notiert den Ertrag von Kartoffelfeldern in kg pro m2. Er stellt fest, dass sich durch 
Dünger den Ertrag erhöhen lässt, ist sich jedoch nicht sicher ob es wirklich am Dünger liegt. Er 
versucht deshalb, den Ertrag durch eine Lineare Regression zu beschreiben. Falls es am Dünger 
liegt, hängt der Ertag somit vom Grundertrag (E0), vom Zusatzertrag durch Einsatz 
von x Einheiten Dünger (E1*dünger) und von einem Standartfehler (Hi) ab. 

H0: E1=0 (Dünger hat keinen Einfluss) 
HA: E1 hilft zur Erklärung des Modells (es kommt auf die Menge Dünger an) 

ertrag
i 
=ɴ0 +ɴ1 ·duenger

i 
+ɸi,   ɸi 

  .N(0,ʍ )׽

Der (unvollständige) Regressionsoutput sieht wie folgt aus:  

   Residuals: 
      Min        1Q      Median    3Q        Max 
   -86.00      -9.96     3.17          10.99     35.86 
 
   Coefficients: 
                           Estimate    Std. Error    t value      Pr(>|t|) 
   (Intercept)     3.0437         6.5182            0.47             0.64 
   duenger         0.5471          0.0612           8.93              1.3e-11 *** 
   --- 
   Ϭ�͚ΎΎΎ͛�Ϭ͘ϬϬϭ�͚ΎΎ͛�Ϭ͘Ϭϭ�͚Ύ͛�Ϭ͘Ϭϱ�͚͛͘�0.1 ͚�͛�ϭ 
   Residual standard error: 21.6 on 46 degrees of freedom 
   Multiple R-squared:  0.634,       Adjusted R-squared:  0.626 

Anz. Datenpunkte:  Anz. Felder = degrees of freedom + Anz. E͚s =46+2= 48 = n  
o df=n-2 

Koeffizienten:   E=V(E)*t(E) 
   Bsp.: E1=V(E1)*t(E1)=0.0612*8.93=0.5471 
95%-VI:    genau: VI(E)=Eേtdf,0.975 *V(E) 

Bsp.: VI(E1)= E1േ t46,0.975 *V(E1)=0.5471േ2.01*0.0612= [0.42,0.67] 
o da 0 nicht in VI, H0 wird verworfen 

   Approx.: VI(E)=Eേ2*V(E) 
Verwerfungsbereich:  K(E)=(-f, - tdf,1-D/2] � [tdf,1-D/2, f) 

Bsp.: für D=0.05   K(E1)= (-f, -2.01] � [2.01, f)  
o da t(E1)=8.93 in K, H0 wird verworfen 

P-Wert:   t(E)=tdf,1-P-Wert/2 o Tabelle: was ist P-Wert? (1-P-Wert/2) 
   Bsp.: t(E0)=t46,1-P-Wert/2 =0.47 o Tabelle: (1-P-Wert/2)~ 0.68 
   P-wert = 2*(1-0.68)=0.64 

Erwarteter Ertrag:  Menge Dünger = x o Ertrag=E0+E1*x 
   Bsp.: Bei 1.5l/m2 Dünger: Ertrag=3.0437+0.5471*1.5=3.8643 
QQ-Plot und Histogramm (siehe auch S.5) 

Ist es plausibel, dass QQ-Plot und Hitsogramm von denselben Daten stammen? 
Welche Graphiken gehören zusammen? 
Zur Erinnerung: nur bei Geraden im QQ-Plot ist die Normalitätsannahme bestätigt. 

Tukey-Anscombe Plot 

Ist die Fehlervarianz konstant? Passen die Daten zum Modell? 
Ja:    Nein: 

 
 
  

E0 
E1 

E V(E) P-Wert     t(E)  
Teststatistik 

Meistens 2 

Bimodal 

Langschwänzig 

Kurzschwänzig 

Fehlervarianz nicht konstant Systematischer 
Fehler 
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keine Garantie für Fehlerfreiheit 
Viel Glück! Camille Schmid 


